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66. 


SUR LES FONCTIONS DE LAPLACE. 


[From the Journal de Mathématiques Pures et Appliquées (Liouville), tom. xır. (1848), 
pp. 275—280]. 


J'AI réussi à étendre à un nombre quelconque de variables la théorie des fonctions 
de Laplace, en me fondant sur le théorème que voici: | 


“Les coefficients l, m, ..., V, m’, .… étant assujettis aux conditions 


L +m? +...—=0, 
i a Re cata) 03e ere de (1), 
l?+m?+...=0, 
et les limites de l'intégration étant données par 
RS AE shared A vavertars2 ID 0 (2), 
lon aura pour toutes valeurs entières et positives de s, s’, excepté pour s =s, 
JGe+my+..y Ce+m'y +.) dedy ...=0 TE Pot Rs EAU (8), 
et pour s=5, 
À @e+my + SP nt E Lt LE nan Ve à (4), 
en faisant, pour abréger, 
RE ue op y (M Me sr Er | 


(où n dénote le nombre des variables).” 


En admettant d’abord comme vrai ce théorème qui sera démontré plus bas, je 
d d d 
da’ db’ “o Ja ? db’: 
où ces nouveaux symboles se rapportent à de certaines fonctions f, f’ de a, b, ... et de 

d', b, ... respectivement. De là ce nouveau théorème : 


remarque qu’il est permis d'écrire ., au lieu de l mp., b, M s 


2? 
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“Les fonctions f, f’ étant assujetties aux conditions 


df ,æ 
tapte 

A SE CORRE (6). 
Bf’ æ 
da + dpt =0 


on aura (entre les mêmes limites qu'auparavant), excepté pour s= s, 


(eitr gts. (a de +. Pr dody ME (7), 


et pour s=5, 


d d g d d sd 
y aa HR EE EE A EPE T A i 
-N Gataawt-)# 
Il est facile de voir que les expressions 
d d s d d z 
satisfont à l'équation 

Ne (9) 
a CS RE Nr Mate 9), 


et, de plus, qu’elles sont les fonctions entières et homogènes, des degrés s et s” respective- 
ment, les plus générales qui puissent satisfaire à cette équation. On a donc ce théorème: 


“Soient V,, Wy les fonctions entières et homogènes des degrés s et s’ respective- 
ment, les plus générales qui satisfassent à l'équation (9); on aura toujours, excepté au 
cas de s=5, 


[V, We dady iO, TRE aiae ENE 
(les limites étant les mêmes qwauparavant).” 


Écrivons à présent 
f=(a+6+...)m#H, 


valeur qui satisfait à la première des équations (8), et nous obtiendrons par la différen- 
tiation successive, en faisant attention à la seconde de ces mêmes équations, 


d` a d d 8 
RTS 1 —n 
(J: da’ db db nt) (PABA Er £! l (11) 


sor D (6 r RD ACER ES 
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En représentant, comme auparavant, par W, la fonction 


£ cn d + y ? 
eat +) fr. 
soit W; ce que devient W, en écrivant a, b, ... au lieu de x, y, ..., c’est-à-dire écrivons 


We = (a a+ ef 


On déduit de là, et au moyen de l’équation (11), en substituant dans l'équation (8), la 
formule 


Mu eV (z SAT ES DRE | 


PRIS OR TR CM UE Er ER A ALE, (12), 
= M,(a+b+...)y sh Wy 
en faisant, pour abréger, 
_T2(in+s-1) 
r (s + 1) M, = FRET À, 
ou bien 
4r?” 
M, = PRE D GP EYEE ra TaT e R (13). 
Soit maintenant 
CREVER. el = A ae je cup S (14) 
(a-s +... (a+ +...) to A NOR aa a E E N, A 
ou, autrement dit, soit 
ia iz d d y —}n+1 
Q,= -TOFD gryg t 1e) CE A ARS D fe PRE A T IE (15), 
l'équation (12) devient 
$ OUR E PRNO S = VOE ET ALEE EN (16) 


{où la valeur de M, est donnée par léquation (13)}. Les deux équations (10) et (16) 
contiennent la théorie des fonctions W,, Qs, lesquelles comprennent évidemment, comme 
cas particulier, les fonctions de Laplace. 


Pour démontrer le théorème exprimé par les équations (1), (2), (8), (4), (5), je fais 
d'abord abstraction des équations (1), et j'écris 


æ= LE+ Ynt l'E.., 
yY =mE + mn + m”§..., 
où les coefficients sont tels que l'équation 


a+ +... =pE + 2qËEn+pr +p'E +... 
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soit identiquement vraie. Cela suppose que les valeurs de p, p', q soient respectivement 
P+m+..., PHM., et W'+mm+..…, et que les sommes de produits telles que 
U®+ mm" +..., ll+mm" +... se réduisent chacune à zéro. De là 


dædy … = Npp — ë Vp" … dE dnd£ …, 
læ + my +... =pẸ + qn, 
Va + my ++... = qE + pn. 


En représentant par I lintégrale au premier membre de léquation (3), cela donne 
I=Npp E Vp- | (PE + an) (E+ p'a) dg dnd... 


l'équation des limites étant 
pE + 2qËn + pr ++p E+... =1. 


Cette intégrale se simplifie en écrivant 


A 2 Es 
Ept En np Sens EPL. 


car alors 
Npp — g ~p" ... dE dn dé ... = dE, dn, dé, …, 
pE +qn = NVpE, 
sis VA ETATS 
PUS EME pp —n,), 
et de là 


# A via J H (qé, h Vpn at Ÿ n) dé, dn, dé, A+ 


l'équation des limites étant 
Er +n? ++... =l. 


En supposant s>s, lintégrale s’évanouit pour p=0, et de même quand s>s, elle 
s'évanouit pour p'=0. Donc, en écrivant p=0, p'=0, on aura toujours, excepté pour 
s=s, l'équation Z=0; ce qui revient à léquation (3). Au cas de s=5s", en écrivant de 
même p=0, p=0, on trouve 


I a g Í E (E + in,) dE, dn, dý, a S 


(où, comme à ordinaire, ¿=V —1). En faisant attention à la valeur de q, et en com- 
parant avec léquation (4), cette dernière équation sera démontrée en vérifiant la formule 


N, -Í H (E, + in.) dE, dm, dë, ENPRE 


Soient pour cela 
é = p cos 6, 7, =p sin 6. 
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Cela donne (en omettant la partie imaginaire qui s'évanouit évidemment) 
N, = [#3 cost 6 cos s8 dp d8 dé, … 


En effectuant d’abord l'intégration par rapport à &,..., les limites de ces variables sont 
données par 


é+.….=l-p 


et l’on trouve tout de suite 
m1 
N,= Tan f p#+ (1 — p°} 1 cost 0 cos s0 dp d0. 


Cette formule doit être intégrée depuis p=0 à p=1, et depuis 0=0 à 0=2mr; mais en 
multipliant par quatre, on peut m'étendre lintégration par rapport à © que depuis 0 = 0 
jusquà 0 =}r. De là 

N, dm 


“T Gn) 


et enfin, au moyen des formules connues 


DH am go =L C+DT Gn) 
fe (= PF AT APE 


1 kr 
ll p2” (1 -— p°?) 1 dp Í cos 0 cos s0 d0 ; 
0 0 


kr 
Í cos? 8 cos s0 d = 


+1? 
o 2 


on retrouve la formule (5), laquelle il s'agissait de démontrer. Ainsi le théorème fonda- 
mental est complétement établi. 
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